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Exercice n®1 :

1} Soit X un vecteur propre d’une matrice A carrée d'ordre n, 4 la valeur propre associée. Soit

une matrice carrée inversible d'ordre .
Monirer que P~". X est un vecteur propre de P~'. A. P associé & une valeur propre que I'on précisera.

2) A ¢ B deux matrices de M, (TR) . On suppose que X est un vecteur propre de A associé 4 la
valeur 4 et que X est aussi un vecteur propre de A + B associé i une valeur propre que 1'on
déterminera, '

3) Soit X un vecteur propre d'une matrice A € M, (IR) associé i la valeur propre A.
Montrer que X est un vecteur propre de A™ (n € IN*) quelle est la valeur propre associée 7

4) Monrrv:qu:m'-lulmmmd'mmnem{lﬂ)wmmum%eﬂm
valeur propre de A~

-3 -1 -2
5) SoitA € My(IR)et B = ( 1 -1 1 )
1 1 0
a. Montrer que le polynéme caractéristique de A est: Fy(d) = 4% - Tr(4). A + Dat A.
b. Vérifier le polyndme caractéristique de B est :
Fg(d) = =% + Tr(B)A* = Tr(Com.B).A* + Det B
6) Soit A ¢t B deux matrice de M, (IR) et P est matrice inversible telle que A = P.B.P7? (on dit
que A e B sont semblables).
a. Montrer que Pg(A) = Py(2).
b, Montrer que Dét B = Dét A,

Exercicen™ ;

1 -1 &
Om considére la matrice A(a) = (Il 0 a’) ol aelR.
1 0 0

1) Déterminer les valeurs propres de A.

2) Déterminer bes réels a pour lesquels Afa) est inversible.

3) Déterminer les réels a pour lesquels Afa) est diagonalisable lorsque A est diagonalisable
déterminer les SOUS-ESPECES Propres AsSocies,

4) a A(0) est-clie diagonalisable 7
b. Caleuler (A(0))" o (n € IN®).

a 1 0y
w;&haffﬂeimi1u(ﬂ}=({] 1 —l)
d a 4
1) SﬁﬁcﬂuﬂdﬂmmumMﬂnpppﬁ:bM(ajeﬂmmlwpmpmamﬁéﬁmmm
propre.
2) Caleuler le polyndme caractéristique de M(a)
3) Pour quelles valeurs de a ; M{g) a-t-elle toutes ses valeurs propres réelles 7
4) a Déterminer s valcur de a pour laquelle M (a) admet une valeur propre double.
b. Pour cette valeur de a ; la matrice M{a) est-elle diagonalisable 7

3 1 -1
Soit la matrice A=(1. 3 ul)
=1 =1 5
1) Caleuler les valeurs propres de A.
2) Montrer que A diagonalisable,
1 1 1
3 Soiuulesm:ﬂ:é(41) H:;’E(l) “W'=;1g(l)
] 1 =2
a. Exprimer AU ; AV et A W en fonction U, V et W. Que peut on déduire ?

A 3 X
iR T

b SeitP=|-= = =
: SI"¥ E G
0 = =

Vi

i. Montrer que: ‘P = p-1
ii. Trouver une matrice [ diagonale telle que A = P.D. P
iii. Montrer que A est inversible et caleuler A1,

01 1
Exercice n°5 : Soil la matrice .ﬂ=(l 0 ﬂ)
1 1 =1

1) Calouler les valeurs propres de A (on notera 4; < A; < A, ces valeurs propres).

' 4, 0 0 2 1 2
2}Du:pmeD=(ﬂ' Az G) ch=(;_ i 1
0 0 Iy . 1 0 1

a Calculer D® (nelN*)
b. Vérifier que A.P = P.D puis calculer P! . En déduire A" (neIN*)
Xy Knea = A Xg
1 smx,:(».)hs.mdem’ définic par _(“)
4 et
a  Exprimer X, en fonction de Xy
b, Déduire les natures respeetives, des suites réelles. (x,): () et (2,).

o 0 0
Mwm=(-z 1 -1)
: 2 0 2

1) Caleuler A* — 347 + 24
2) Déterminer les réels a, bet e wels que @

¥x € IR X" = (X* —3X® + 2X). Q(X) + (aX? + bX + c). ol Q{X) cst un polynéme que |

déterminera pas.
3) Caleuler A™ ot nelN*.
4) A est elle imversible 7



Exercice n°7 :
-4 0 -2 11 0 0 1 0\
0ndonneB=({} 1 e)ecr=(o 1 o)em=(u 0 n)
5 t©t 3 0 0 -2 g 0 0
1) Déterminer la matrice diagonale D telle que T = D + N et vérifier que T est nilpotente.
2) Calculer T" (neIN*).
3) Déterminer les valeurs propres de B et les sous-espaces propres associés. B est-elle diagonalisable ?
4) Déterminer une base & = (i, Uy, u3) de IR telle que : (B.uy = uy); (Boup =uy +uwy) et
(B.ug = —2us)
5) DétcrmnwrlamamGervemblewlleque (B.P= PT) puis Calculer B™ (nciIN®) .

Exercicen’§ :

1 0 2 ¥ 1 1 0 1
SoitA=|0 0 1);B=(1 2 1 ;P=(0 1 1)
C 0 O 1 1 2 -1 =1 1

1) a. Calculer A® et A°.
b. Quelles sont les valeurs propres de A ? A est elle diagonalisable ?

2) On se propose de monter qu'il n’existe pas de matrice € M3(IR) telle que X* = A
a. Montrer que si une telle matrice existe alors (X. 4 = A.X)

a b ¢
b. En déduire que X est de Ia forme (0 a ::) ot (a,b,c) € IR®
0 0
¢. Montrer que (a = 0)
d. Conclure. _
3) a. Montrer sans calculer que la matrice B est diagonalisable.
b. Déterminer les valeurs propres de et les sous-espaces propres de la matrice B. Vérifier que P
est inversible et caleuler P71, ;
¢, Calculer D = P B.P.
4) a. Calculer B" (neIN"). Déduire B>.
b. Déterminer 2 matrices C telles que C? = B.
- /1 1 1
5) a.Soit= (1 1 1) . Calculer E?; E3 et E®" (n € IN™)
' i E &
b. En remarquant que B = I + E o | est la matrice identique retrouver I’expression de B3,
6) SoitM = xB + yB? +zB® + tl ol x,y,z et t 4 réels . Montrer que M est diagonalisable et

déduire ses valeurs propres.
1 -1 -1 0 1 1
Exercice n°%: Soit A"——,(—l‘ O eth—:(,L_ 0 1)_ —
1 -1 1/ 1 1 0

1) Montrer qu’il existe deux suites (a,) et (by) telles que :
vn€IN A" = a,l+ b,J ol ] estla matrice identique.
2) Montrer que la suite (a,,) vérifié une relation linéaire de récurrence d’ordre 2 que 'on
déterminera (c'est-d-dire @, = s + fa,)
3) On pose a, = A(—1)™ + u(2™) ot (4, u) € IR%. Montrer que (a,) est une solution : puis déduire a,
4) En déduire, pour tout n € IN ; une expression de A" en fonction de n.

FIN



