LH.EC Carthage Série N° 3 1"LFG6 B LAG

Exercice 1 :

On donne les fonctions suivantes :
Sxy)=In(x"+y" +xp+2) ; gxy)=—(x-y) ; h(x,y)= —x! -y +4x-6y-1

2,.2 v -
kxy)=e* Y " oumel-2.2[ ; Ixy) =1-x2 -2 - 1Y

1) En revenant a la définition montrer que
a) f admet au point (0,0) un minimum local.

b) g admet au point (0,0) ou ae R, un maximum relatif
2) En revenant a la définition montrer que

a) k admet au point (0,0) un minimum global
b) h admet au point (2,-3) un maximum absolu.
c¢) | admet un maximum global au point (0,0)
3) soit R(x,y) =In(x2 + y2 ~xy+2)
a) Ecrire le développement limité de R au point (0,0) 4 ’ordre 2
b) Déduire que R admet un minimum !ecal au point (0,0)

Exercice 2:

Etudier I’existence et la nature des extrémums des fonctions suivantes :
1V fxy)=(-0e2 2/ fixy)=3G+n?+20-2° +6(x—y) 3/ fXy)= L+ x+y
Xy
4/ f(x,y)= —x2 - mxy — y2 +2y ou meR (Discuter suivait mn)
S5/f(x,y) = x- y+%(ex"y +¢”™™) (étudier au paravent la ouvexité de f)

6/ fx,y) = x% +xp+y2 —In(x+ »)( étudier la convexité de ).
7/ f(x,y) = mx? +x—xy+y+ y2 ou meR (Discuter suivant’m)

Exercice 3:

Etudier ’existence et la nature des extrémums de f sous

i~ 2ontrainte g dans chacun
des cas. ’

1/ f(x,y) = %+i— §/C g(x,y)=Ilnx+Iny=(-2)

2/ fixy)=(x-y) SIC glxy)=y+x*>-2=0 =

3M(xy) =2y SIC glxy)=4x>+2y*-3=0

4/ fix,y) = Inx+lny S/C g(x,y)=x2+y-12=0
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S/ f(x,y) = x*-my-y*+2y SIC g(xy)=x+y=I

6/ f(x,y) =(x2+y2—-2)2 Ss/C g(x,y)=(x—])2+4y2=4

Exercice 4 :

A/ Soit
Sxy)=y-xy+2y-x+8
4) Déterminer et présenter le domaine de f. )
5) Montrer que I'équation f(x,y)=0 permét de définir une fonction implicite g au
voisinage de (2,-4).
6) Ecrire le développement limité de g au voisinage de 2 4 l'ordre 1.
B/ f(x,y)=x"+y—In(2x - y)
1/ a) Déterminer et représenter le domaine D de £,
b) Déterminer les points critiques de 1.-
2/ a) Etudier la convexité de f'sur son domaine de définition
b) En déduire la nature des extrémums de £
(Préciser le caractére local ou global de ces extrémums).

3/ a) Donner I'équation du plan tangent (P) a la surface (Cy) au point A(2,3,13) et
préciser sa position avec (Cy)
b) Donner une estimation de la de la variation relative de f lorsque x augmente
de 5 % et y diminue de 5 % & partir du point A(2,3,13).
¢) Etudier l'existence et la nature des extrémums de J(x.y)=(x-y)* sous Ia
contrainte g(x,y) =y+x’-2=0,

Exercice 5:

Soit f{x,y)= 48,/2x+ y+1-4x? -y'-40
1/ a) Déterminer et représenter le domaine de f
b) Montrer que I'équation f{x,y)= 0 permet de définir une fonction implicite Q
au voisinage de (1,-2)
¢) donner le développement limité de ¢ a I'ordre 1 ap voisinage de (1)
2/ Soit g(x)=4x" +x* -36.
a) Montrer que I'équation g(x)=0 n'admet qu'une seule solution puis vérifier que 2
est la solution demandée.
b) Déterminer les points critiques de /.

c). tliitudie.'-r la convexité de f sur son domaine puis déduire la nature jes points
critiques,

d) D_éduire la valeur maximale de 1
3/ Optimiser f sous 1a contrainte h(x,y)=4x" + 5 -8=0

B- Soit f(x,y)= eX 1Y _ In(x+y) + (1-e)(x+y )

1/ Soit g(t) = e'-—-:-+ (1-e) out 10, +eo]
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a) Montrer que I'Equation g(t) = 0 n'admet qu'une seule solution qui est 1.
b) Déterminer et représenter le domaine de f.
c¢) Déterminer les points critiques de f.

d) Etudier la convexité de f sur son domaine puis la nature des points critiques de f
2/ a) Montrer que V (x,y) € Dona f(x,y) 21
b) Optimiser f sous la contrainte h(x,y) =y -x=0

Exercice 6 :

X+
f(x.,y)=2x+2y—x2 —xy—-y2-2e*tY
1/ a) calculer les dérivées partielles 17
b) montrer que f est concave sur R2
2/ soit h(f)=2-3t-2¢e*

a) Montrer que I'équation h(t)=0 n'admet que la seule solution 0

b) Déterminer alors les points critiques de f et déduire vV (x, y) € r? S(xy)<-2
3/ Optimiser f sous la contrainte g(x, y) = x* +y>-8 = 0 ( on pourra utiliser que
I'équation 2-t-2¢'= 0 admet 0 comme seule solution).

B- f(x,y)=ln[£‘_‘_3_’) e

x+y

et secondes de f.

1 / a) déterminer et représenter le domaine de f,
b) calculer les dérivées partielles | eres et secondes de f.

2/ a) Montrer que f est homogeéne et vérifier I'identité d'Euler
b)Etudier la convexité de f sur son domaine.
c)Donner '

€quation du plan tangent a (Cy) au point (2,1 ;-In3) et sa position par
rapport a (Cy)

3/ a) Donner le développement limité de f a I'ordre 2 au voisinage de (2,1)
b)Donner une valeur approchée de f(2,01 ; 0,99)

¢)On suppose que x augmente de 5% a partir de 2 et y diminue de 5%. Déterminer
la variation relative correspondante de f a I'aide d'un calcul approché.

Exercice 7 :

f(xy)=(x1)(y-2) (x+3-6)

1/ a) montrer que (4,2) et (2,3) sont des

points critiques de f (on ne demand
chercher les points critiques). _ € pas de
b) f présente telle un extrémum local au point (4,2) un extrémum local a :
. u
(2,3)? point

2/ Déterminer les extrémums de f sous la contrainte g(xy)=x-y+2=0
Souf(x, y) = 2¢2% +2ezy +2e5TY _ex —-ev.

1/ a) calculer les dérivées partielles 1 et secondes de f.
b) Montrer que L) m(l_) (-1
/ ( l"[ 6) \s 6
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1
d) déduire que V (xy)e R? f (x,y) 2 (—g]. Que peut on conclure?

2/ Ecrire le développement limité de f au point (0,0) @ lordre 2 puis déduire
'équation du plan tangent a (Cp au point (0;0,4) et sa position par rapport a Crau
point (0 ;0,4).

2 2
l X 1 . 1 3 x_!
c)Montrcrquef(x,y)+ 8-=2[e +—2—ey__.} + [e 6]

3/ Montrer que I'équation f (X, y) = 4 permet de définir une fonction implicite @ au
voisinage de (0,0) puis donner son DL,(0).

Exercice 8 :

A- Soit £ (x, y) = (x - y)* et g(x, y) = (x -1)* + (v -1)* - 9

Etudier I'existence et la nature des extrémums de { sous la contrainte g(x, y) =0
In(x+
B- Soit f(x,y) = __(__}_Q

(x+y)

1/ a) donner 'ensemble de définition de f et le représenter.
b)Calculer les dérivées partielles 1" et secondes de f.

c)Déterminer le domaine sur lequel f est convexe puis le domaine sur lequel f est @
concave

Int
2/ a) Dresser le tableau de variation de h(t) = —

t
b) déduire six +y) 0 ona f(x, y) _<_1

e

3/ Soit (X, ,y0) € D telque x, + y, = e. Calculer f (X0, ¥o) €t en déduire que f admet
en (Xo, ¥o) Un extrémum et préciser sa nature.

5

4/ Sait (x,,y,) telque x, +y, =

ed donner l'équation du plan tangent au point
A(xy, yy, f(x), ¥, )) puis sa position. ¢ ¥
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